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1. Bevezetés 
Az izoméria jelensége fontos szerepet játszik mind az 
ipari, mind a gyógyszerkémiai kutatásokban. Érdemes 
megem líteni, hogy a kiralitás igen komoly problémát 
okozott jóné hány vegyület gyógyászati alkal mazásában.1
Ahhoz azonban, hogy az izomerek pontos eloszlását 
meg ál la pítsuk, a kor rekt ma te matikai és reak ci ó kinetikai 
tár gya lás mód elenged he tet len. Eddig kizárólag re ver zí bilis 
izomerizációs lépéseket, illetve irreverzíbilis, bomlá so kat 
is tartalmazó mechanizmusok tárgyalásával foglalkoztak.2,3 
Munkánk során teljessé tettük a monomolekulás reak ci ó 
kinetikai modelljét, mellyel minden monomole ku lás 
me­chanizmus­kon­zisz­tens­módon­kezelhető.
Tegyük fel, hogy egy zárt homogén rendszerben K 
számú kémiai komponens között R számú elemi kémiai 
reakció játszódik le. A reakciórendszer kemizmusát leíró 
egyenlet rendszer:4
Dα=Gα ,                                    (1)
ahol  a kémiai szimbólumok vektora, { }ijd=D  a 
fogyási, { }ijg=G ­ pedig­ a­ termelődési­mátrix­ (a­dij az i-ik 
reakcióban elfogyó, a gij pedig a i-ik­folyamatban­keletke­ző­
Aj komponens számát reprezentálja). Egy oldalra ren dez ve 
az összefüggést, kap juk a reakciórendszer sztöchio metriai 
egyenletrendszerét: 
 ,  (2)
ahol bevezettük az { }ijν=S ­sztöchiometriai­mátri­xot.­
Az S­mátrix­blokk-diagonalizálható,­ha­léteznek­olyan­P és 
Q­permutációs­mátrixok,­melyek­re:
 ,  (3)
ahol a σi-k­téglalapmátrixok­(dim(σi) = αi x βi), a dimenzi ók ra 
pedig teljesül a Σ­αi = R és a Σ­βi = K összefüggés. Ha ilyen 
P és Q nem létezik, akkor S nem blokk- zál ható. Egy 
tetszőleges­ kémiai­ reakciórendszert­ reakció há lózatnak 
nevezünk,­ ha­ a­ hozzátartozó­ sztöchiometriai­ mát­rix­ nem­
hozható blokk-diagonális formára. Termé sze te sen bár mely 
reakciórendszer felírható egy vagy több reak ci ó hálózatként.
Az i-ik­reakció­molekularitása­alatt­a­következő­mennyi­sé­get­
értjük:
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Az i-ik reakció monomolekulás, ha µi = 1, illetve bimo le ku -
lás, ha µi = 2 (µi > 2 csak speciális esetekben, például 
lég­kör­kémiai­vagy­autokatalitikus­rendszerekben­fordul­elő).­
Ezek­ alapján­ célszerű­ monomolekulás reakciórendszer nek 
ne vezni minden olyan reakciórendszert, melyben csak 
mo no molekulás reakciók játszódnak le. Monomolekulás 
(reak ci ó)há lózatok alatt pedig a monomolekulás reak ci ók ból 
ál ló reakcióhálózatokat értjük.
2. A monomolekulás reakcióhálózatok differenciális és 
integ rá lis anyagmérlege
A Dα=Gα reakciórendszer komponenseihez tartozó cj 
kon cent rá ciók (j = 1,2,...,K) változását az alábbi dif fe ren ciál-
egyenlet-rendszer (differenciális anyagmérleg) írja le5:
 , (5)
ahol ­a­koncentrációk­idő­szerinti­deriváltjai­nak­
vektora, STaz { }ijν=S ­sztöchiometriai­mát­rix­transz­po­nál­tja,­
ρ(t)={ri(t)} pedig a reakciósebességek vektora (dim (S) = R x K,
 és dim (ρ(t)) = R x 1 ). 
Az ri(t) a Guldberg−Waage­törvényből­számítható,­azaz:
 ( ) ( )
1
K
dij
i i j
j
r t k c t
=
= ∏ ,  (6)
ahol ki a  sebességi együtthatóvektor i-ik eleme. 
Ha bevezetjük a Λ = {λij}­mátrixot,­(5)­felírható­a­
  (7)
alakban is (dim (Λ) = K x K). Algebrai manimulációval Λ a 
kö­vetkező­alakot­ölti:
 , 
ahol ( )†TCC  a CCT pszeudoinverzét jelöli. Ha a 
kon­cent­rá­ci­ók­ lineárisan­összefüggők,­akkor­a­CCT­mátrix­
szin gu lá ris, vagyis Λ­előállítása­nem­egyértelmű­(egy­ -hez 
több Λ is megadható). 
Egy zárt reakciórendszert akkor tekintünk kinetikailag 
rele váns nak, ha az aláb bi tu laj donságok teljesül nek: 
 ( ) ( )( )00t t∀ > ≠ ⇒ ≠C 0 C 0 , (8)
 ( ) ( )( )00, 1,2,..., jc tt j K ≤ < ∞∀ ≥ = , (9)
 ( )( )limt t∗ ∗ → ∞∃ =C C C , (10)
ahol ( ) { }0 00 jt c= = =C C  a bemérési koncentrációk vektora. 
Le gyen Dα=Gα monomolekulás reakcióhálózat! Eb ben az 
esetben­a­reak­ciósebességek­következőképp­számí­tan­dók:­
 ( ) ( ), ha 1i i j ijr t k c t ν= = − . (11)
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Ös sze vetve (11)-et (5)-tel és (7)-tel, könnyen belátható, hogy 
a ­mátrix­Λ egy le het sé ges repre zen tációja. 
Kis számolással a Λ­mátrixra­a­követ­ke­ző­for­mu­la­adódik5:
 Λ = ST diag (ki) D (12)
ahol diag (ki)­a­sebességi­együtthatók­diagonálmátrixa.­
A­ (12)-ből­ látható,­ hogy­ Λ monomolekulás háló za tok ra 
füg get len a koncentrációtól, így (7) Lap lace-
transz­for­má­ci­ó­val­meg­oldható,­sőt­(10)­alapján­det­Λ = 0 is
következik. A γj(s) függ vé nyeket, a cj(t) kon centrációk 
Lap­la­ce-transz­for­máltjait­így­definiáljuk:6
 ( ) ( )
0
st
j js c t e dtγ
∞
−= ∫ , (13)
ahol s a transzformációs változó. Bevezetve a Γ(s)={γj(s)} 
vektort, a transzformációs szabályok alapján:
 sΓ(s)-C0 = ΛΓ(s). (14)
Elemi átalakításokkal kapjuk a (15)-ös formulát:
 Γ(s) = Λ´-1(s)C0, (15)
ahol Λ´(s) = sI - Λ, I pedig a K-adrendű­ egységmátrix.­
Fi gyelembe véve, hogy Λ´-1(s) = adj Λ´(s)/det­Λ´(s), mely ben
Λ´(s) a Λ´(s)­ mátrix­ előjeles­ aldetermi­nán­saiból­ álló­
mátrixának­ transzponáltja,­ és­ hogy­ det Λ´(s) = (-1)Kp
Λ
(s), 
ahol p
Λ
(s) a Λ karakterisztikus polinomja, Λ saját érté ke ivel 
Λ´-1(s)­felírható­parciális­tört­mát­rixok­ös­sze­geként:7
 , (16)
ahol si a Λ­mátrix­ i-ik sajátértéke, mi annak multiplicitása, 
L­ az­egymástól­kü­lön­bö­ző­sajátértékek­száma,­χij pedig az 
i-ik sajátérték j-ik­ együttható­mátrixa­ (p
Λ
(s) együttható i nak 
és­gyökeinek­meg­határozásáról­a­következő­fejezetben­lesz­
szó). Vissza he lyettesítve (16)-ot (15)-be és elvégezve az 
inverz transz for mációt, kapjuk, hogy:
 . (17)
C(t) meghatározásához szükségünk lenne a χij­mátrixok­ra,­
ehelyett­ viszont­ egy­ egyszerűbb­ módszert­ mutatunk­
be.8­ Figyelembe­ véve­ a­ komplex­ számok­ algeb­rájának­
alapté­te­lét,­ miszerint­ az­ egymástól­ különböző­ gyökök­
multipli ci tá sa inak összege a hozzájuk tartozó polinom 
fokszámával, je len esetben K-val­egyen­lő,­bevezethetjük­az­
( ) ( ){ }kt e t=E ­ún.­idő­fej­lődés-vek­tort­( ( )( )dim 1t K= ×E ):
 ( ) { }1 1 1 1 11 12 2, , ..., ,...., , , ...,L L L L L Ts t s t s t m s t s t s t s t m s tt e te t e t e e te t e t e− −=E  (18)
(18)-ból látszik az ek = ek(t) elemek lineáris függetlensége, 
így a cj-kre is ér vényes Euler té te le (j = 1,2,...,K):
6
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Bevezetve az jk j ku c e= ∂ ∂  és az { }jku=U  jelöléseket, 
kap juk, hogy:
 C(t) = UE(t). (20)
Nyilvánvaló, hogy az U mátrix­független­az­időtől.­(19)-ből­
az is látható, hogy U, melynek elemei még is me ret le nek, a 
C(t) vektor E szerinti­Ja­cobi-mátrixa.­
A (18)-(20) alatt bemutatott átalakításokkal elértük, hogy 
a K számú χij­mát­rix­helyett­csupán­U-t­kell­előállítanunk.­
Ehhez (7) és (20) alapján vegyük fon tolóra az alábbiakat:
  (21)
Készítsünk egy Λ0­ mátrixot,­ melynek­ oszlopai­ a­ Λ
kC0 
vek to rok, majd Λ0-hoz hasonlóan egy V-t az E(k)(0) 
vek torokból (k = 1,2,..,K-1),­melyet­Vandermonde-mátrix­nak­
ne­vezünk.­Ezzel­(21)­követ­ke­ző­képpen­írható­fel:
 Λ0 = UV. (22)
Az E(k)(0)  vektorok (k = 1,2,..,K-1) a differenciálszámí tás 
ele­mi­szabályai­sze­rint­viszonylag­egyszerűen­előállíthatók,­
V-ről­pedig­be­bi­zo­nyítható,­hogy­minden­esetben­regulá­ris,­
így létezik az U = Λ0V-1­ mátrixszorzat.­ A­ V­ mátrix­
in ver zét numerikusan is meghatározhatjuk (például LU-
fak to ri zá ci ó val9). Ezzel megkaptuk az ismeretlen U­mátrixot.­
A fenti megfontolások alapján a  egyenlet megoldása: 
 C(t) = Λ0V-1E(t). (23)
(23)-at a monomolekulás hálózatok integrális anyagmér-
legének nevezzük.
Látható,­ hogy­ a­ megoldás­ viszonylag­ egyszerű:­ C(t) 
ki szá mí tásához csupán Λ sajátértékeit, a Λ0 és az inver tált 
V mát­ri­xok­at,­ valamint­ az­ E(t) vektort használjuk fel. A 
to váb bi akban a Λ­mátrix­sajátértékeinek­meghatározásával­
és azok tulajdonságaival foglalkozunk.
3. A Λ mátrix sajátérték-problémája
A p
Λ
(s)­ polinom­gyökeinek­ előállításához­ szükségünk­van­
az an együtthatókra. Ha an az n-ik s-hat­vány­ koefficiense
(n = 0,1,..,K), akkor azok ekképp szá míthatók:10,11
  (24)
ahol tr(Λi) a Λ­mátrix­i-ik hatványának spúrja (nyoma). 
Szemügyre véve a (8)-(10) feltételeket, Λ sajátértékeire 
bi zonyos megkötéseket kell tennünk. Ez azt jelenti, hogy 
Λ­elemei­nem­lehetnek­függetlenek­egymástól,­végső­so­ron­
pedig azt, hogy egyes komponensek közötti folyamato kat a 
priori ki kell zárnunk.
(8)­ teljesülése­ felől­ nincs­ kétség,­ a­ megoldás­
nemnegati vi tá sának bizonyítása5 viszont eléggé terjedel mes . 
Nyil­ván­ a­ kor­látosság­ akkor­ lehet­sé­ges,­ ha­ (23)­ időfüggő­
ré sze kor lá tos, azaz min den k-ra ( )limk t ke e t∗ →∞= < ∞ . 
Bevezetve az ( ) ( )expik je t t s t=  je lö lést, ke∗ < ∞ kizárólag 
(25) vagy (26) teljesülése esetén állhat fenn, kü lön ben
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pedig ke
∗ → ∞ :
 ( )Re 0 0j is = ∧ =  (25)
 Re(sj) < 0 (26)
(25) azt je len ti, hogy i­ ≠­ 0-hoz nem tartozhat ( )Re 0js = ,
vagyis ha p
Λ
(s)-nek van ilyen típusú gyöke, akkor az nem -
de generált. Ezenfelül ha ( )Re 0js = , akkor ( )Im 0js = -nak 
is fenn kell állnia, hisz ( )Im 0js ≠ ­esetén­−­(8)-at­sértve­−­
csil la pí tatlan harmonikus oszcilláció lépne fel. 
Mivel Λ szingularitása­ (10)-ből­ következően­ szükséges­
fel té tel, (25) akkor lehetséges, ha Λ-nak egy egyszeres zérus 
gyöke van. Ezek alapján arra jutottunk, hogy a (8)-(10) 
fel té telek kizárólag (27) és (28) esetén teljesülnek:
 sL = 0 (27)
 ( ) ( )Re 0 .1,2,..., 1is i L< = −  (28)
Könnyen belátható, hogy ha csak izomerizációs 
reakció lé pé seket engedünk meg, akkor (27) és (28) mindig 
tel jesül, ezt azonban bomlást is tartalmazó hálózatokról 
nem mond hat juk el általánosan, ugyanis felléphetnek 
pozitív vissza csa tolások. Néz zünk meg egy olyan ötletet, 
mellyel ezek a kellemetlen, kémiailag irreleváns folyamatok 
kiszűrhetők.
Particionáljuk a komponensek halmazát ekvivalenci
aosztá lyok ra! A nul ladik osztályba helyezzük azon Aj 
kompo nen seket, me lyek nem izomerjei bomlástermékeknek 
és ma guk sem azok, az n-ik szintre pedig az (n-1)-ik osztály 
bom lás ter mé keit és ezek izomerjeit (n = 2,3,...,N), ahol N az 
ekvivalenciaosztályok száma. Jelöl je δj azt, hogy Aj  mely 
osz­tályba­ tartozik.­ Kémiai­ szem­lé­le­tünk­nek­ megfe­lelően­
egy­ tetszőleges­ l im mA Aν→ ∑  mo no mo le ku lás re ak ci óban 
az alábbi kikötéseket kell tennünk a vim-ekre:
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δ δ ν
δ δ ν
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> ⇒ =
 (29)
Bizonyítható, hogy ha (29) teljesül, akkor (27) és (28) 
ér vé nyes lesz. 
Ezzel beláttuk, hogy minden kémiailag értelmes 
monomo le ku lás hálózat Λ­mátrixa­ egy­ zérus­ sajátértékkel­
ren del ke zik, így már csak a visszamaradó (K - 1) számú 
gyököt kell lokalizálni. Abban az esetben, ha K - 1 ≤ 4, 
vagyis K ≤ 5, ezek algebrai úton is meghatározhatók az 
első-,­ a­ másod-,­ a­ harmad-­ és­ a­ negyedfokú­ egyenletekre­
vonatkozó megol dó kép letekkel.12 K > 5-nél már numerikus 
módszert kell al kal maznunk, melyek közül a legpontosabb a 
gyors implicit QR-algoritmus.13
4. Egy monomolekulás hálózat: a butén-izomerizáció
Most­ viszonylag­ egyszerű­ példaként­ nézzünk­ meg­
egy há rom komponenst tartalmazó izomerizációs 
reakcióhá lóza tot, a butén-izo me rizációt, melyet más néven 
három szög re ak ciónak is neveznek (1. Ábra)! 
1. Ábra. A butén-izomerizáció mechanizmusa
Ez a folyamat SiO2/Al2O3 katalizátor jelenlétében játszódik 
le, melynek me cha niz mu sát már egy 1959-es munkában is 
meg találhatjuk14.­Ehhez­később­a­se­bességi­együtt­ha­tókat­is­
közölték15: 11 0,5327k s
−= , 12 0,2381k s
−= , 13 0,2892k s
−= , 
1
4 0,1736k s
−= , 15 0,0515k s
−= , 16 0,1918k s
−= . 
Hajtsunk végre a butén-izomerizációra egy szimu lá ciós 
kísérle­tet!­In­duljunk­ki­a­következő­kezdeti­koncentrá­ciókból:­
( )0 -1- 1,00c but én M= , ( )0 - -2- 0,25c Z but én M=  és 
( )0 - -2- 0,50c E but én M= . A szi mu láció eredményét a 2. 
Ábrán láthatjuk.
2. Ábra.­A­butén-izomerizáció­koncentrációprofilja.
A­koncentrációprofilból­ kitűnik,­ hogy­ igen­gyorsan­beálló­
egyensúllyal van dolgunk: 15 s után a függvényértékek 
már­nem­változnak­számottevően.­A­sebességi­együtthatók­
egy máshoz való viszonyait tükrözve a but-1-én mennyisége 
monoton csökken, a Z-but-2-éné­ maximumgörbét­ ír­ le,­
az E-but-2-én­ időbeli­ eloszlása­ pedig­ szigmoid­ jellegű.­
A há lózatra vonatkozó kényszerfeltétel, miszerint a 
koncentráci­ók­összege­minden­időpillanatban­megegyezik­a­
kiindulási koncentrációk összegével (jelen esetben 1,75 M-
rel), a szá máb rázolási hibán ( 15 1610 10− −− ) belül teljesül. 
Megjegyezzük, hogy az orto-, a meta-­ és­ a­ para-xilol­
izomerizációja­ kü­lönböző­ ZSM-katalizá­torokon­ is­
három szög reakció, mely ipari szempontból is fontos 
folyamat.16
5. Összefoglalás
A­ fogalmak­ pontos­ definiálását­ követően­ felállítottunk­
egy általános modellt a monomolekulás reakcióhálózatok 
ki ne tikai viselkedésének leírására. 
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Ismertettük a rendszert leíró integrális anyagmérleg zárt 
alak ját, mely K ≤ 5 -ig egzaktul felírható, K > 5 esetén vi szont
numerikusan lokalizálandó sa játértékeket tartalmaz. 
Fel­hívtuk­ a­ figyelmet­ a­ megoldás­ sta­bilitásának­
prob­lémá­jára,­ majd­ felvázoltunk­ egy­ olyan­ egy­sze­rű­
kezelésmódot, mellyel a nemkívánt pozitív visz sza csatolá sok 
kiszűrhetők.­ Végül­ egy­ izomerizációs­ há­ló­zat­ra,­ a­ butén-
izomerizációra vég zett szimulációt mutattuk be. A kapott 
megol dás függ vények alakja nemcsak a formálkineti ká ban 
érvényes:­ min­den­ olyan­ mo­dell­hez­ hozzá­ren­delhető,­
me­lyet­elsőrendű­li­neáris­diffe­ren­ciálegyenlet-rendszer­ír­le.
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General formal kinetics modeling of monomolecular 
reaction systems
The phenomenon of isomerism is of great importance both in 
industry and pharmaceutical chemistry. To the know ledge of the 
exact­ isomer­ distribution,­ a­ correct­ mathema­tical­ and­ reaction­
ki ne tics description is necessary. In the present study, a general 
mo­del­is­introduced­for­handling­complex­monomolecular­re­ac­tion­
networks.  
Let us consi der a closed, homogeneous system with K che mi cal 
compo nents and R elementary chemical reactions. The 
stochio metric equations of our system are given by Eq. 2, where  α 
is the vector of the chemical symbols of the com ponents, α = {Aj}, 
and S is­the­usual­stochiometric­matrix,­S = {vij}.
For­a­monomolecular­ reaction­network,­ the­ stochiometric­matrix­
cannot be brought into block-diagonal form with the help of 
appropriate P and Q permutation matrices (see Eq. 3), and all the 
constituent elementary chemical reactions are mono molecular.
The concentration vector C of the chemical components, 
C(t) = {cj(t)}, varies with time according to Eq. 5. In Eq. 5, ST is the 
transpose­of­the­stochiometric­matrix,­and­ρ(t) = {ri(t)} is the vector 
of the rates of the elementary chemical reactions, the components 
of which can be com pu ted according to the law of mass action 
(Eq.­6).­With­introducing­the­Jacobian­matrix­  of the 
con­cent­ra­tions,­Eq.­5­can­be­transformed­into­Eq.­7.­This­matrix,­
how ever, can depend on C, i.e., Λ = Λ[C(t)].
Our system of reactions will be kinetically relevant if eqs 8-10 
are­fulfilled.­From­these­constraints­it­follows­that­our­Λ Jacobian 
matrix­will­be­singular­at­all­instants.­Fur­thermore,­according­to­Eq.­
12, Λ does not depend on the con centrations of the components for 
a monomolecular re ac tion network therefore Eq. 7 can be solved 
via the method of Laplace transformation (see eq. 14). Eq. 14 
can be brought into Eq. 15 with simple operations. According to 
Eq.­16,­matrix­Λ´(s) in Eq. 15 can be built up with the help of the 
eigenvalues of the Λ­matrix.­Therefore­the­main­task­is­the­solution­
of the eigenvalue equation of Λ.
Fi nally, performing inverse Laplace transformation, Eq. 17 supplies 
the concentrations of the chemical components at the instant t. 
After­performing­ further­ simplifications,­ the­con­centrations­ for­ a­
monomolecular chemical network can be obtained according to 
Eq.­ 23.­The­ concentration­ vector,­ the­ solution,­ can­ be­ expressed­
analytically­up­to­five­com­po­nents­otherwise­the­eigenvalues­of­the­
Λ­matrix­must­be­computed­numerically.­The­accidental­stability­
problem concerning the solution of the eigenvalue equation of Λ, 
and­a­suggestion­for­its­treatment­are­also­mentioned­in­the­text.
As­ an­ example,­ isomerization­ reactions­ of­ butenes­ on­ Fig.­ 1­ (1.­
Ábra) are solved by the new method presented. The reaction rate 
constants (k1-k6) were taken from the li te ra ture. The concentration 
profiles­ of­ butenes­ can­ be­ seen­ on­ Fig.­ 2.­ (2.­ Ábra).­According­
to­ the­ concentration­ profiles,­ the­ equilibrium­ is­ reached­ within­
15 seconds. While the con centration of but-1-ene decreases 
monotonically,­ the­ con­centration­ profile­ of­ Z-but-2-ene­ has­ a­
maximum­ fea­ture.­ The­ concentration­ profile­ of­ E-but-2-ene­ is­
sigmoid like.
It can be concluded that the shape of the solution is in de pen dent of 
the formal kinetics: it can be assigned to every mo del described by 
a­system­of­first-order­linear­dif­fe­ren­tial­equations.
